ANALIZA FUNKCJONALNA
LISTA 5

. Pokaza¢, ze w przestrzeni liniowej B(X,Y), gdzie X, Y - unormowane przestrzenie
liniowe, funkcjonal zadany wzorem

||| = SUPHxH:lHTﬂUH
spelnia aksjomaty normy, czyli, ze jest to przestrzen unormowana.

. Pokazaé, ze nastepujace operatory liniowe T : X — Y, gdzie X,Y sa unor-
mowanymi przestrzeniami liniowymi, sg ograniczone i wyznaczy¢ ich normy:
(a) Tz = lim, o x,, gdzie X = ¢, Y =C,
(b) Tax =327 xy, gdzie X =01 Y =C,
(c¢) (Tf)(x) =xf(x), gdzie X =Y = C0,1] z norma supremum (maksimum),
(d) (Tf)(z)=af(x), gdzie X =Y = LP[0,1] dla 1 < p < oo,
)

(e) Tf = f, gdzie X = Cl[() 1] z norma || f]| = |f(0)] +maxx€[0’1]]f’(:1:)\ oraz
Y = CI0, 1] 7 normad IfIl = maX,e[o, 1]]f( x)|,

(£) Tf= [, f( (x), gdmeX LY (E,B u) Y =C,
(g) Tf = g, gdz1e g(x f fydt, X = = Cla,b], z norma supremum
(maksimum).

. Pokazaé, ze operator liniowy T : C*0,1] — C]0, 1] zadany wzorem T(f) = [,
gdzie w obu przestrzeniach wzieto norme supremum (maksimum), nie jest ogra-
niczony.

. Wyznaczy¢ normy operatoréw przesuniecia T, S : X — X, zadanych wzorami

T(I’l,$2,$3, .. ) = (O,Q?l,l'Q, .. )

S(ZL‘l, T2,T3, .. ) = (ZL‘Q, T3, T4, .. )

w przypadku gdy X = (*° oraz X = (?>. Wyznaczy¢ jadra i obrazy tych opera-
torow.

. Niech K : X — X bedzie operatorem catkowym postaci

(K f)(x) = / ke, ) f(y)dy.

Pokazaé, ze K jest ograniczony i wyznaczy¢ jego norme, jezeli

(a) X =Y = C[0,1] z norma supremum (maksimum), k& € C([0, 1]?),
(b) X = L*[0,1], Y = L70,1], k € L%([0,1]?), 1/p+1/g=1,1 < p < cc.



6. Pokazaé¢, ze norma operatorowa kazdego operatora liniowego 7' : C* — C", gdzie
w C? jest norma Euklidesowa, spetnia nieréwnosci

max; ;|a; ;| < [|T| <

gdzie a; ; sa wspolczynnikami we wzorach na wspolrzedne obrazu Tz = y, tzn.
Yi = D0 i T;.

7. Pokaza¢, ze jezeli T € L(X,Y), gdzie X,Y - unormowane przestrzenie liniowe,
to T jest ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy przeksztatca zbiory ograniczone w
zbiory ograniczone.

8. Niech X bedzie unormowang przestrzenia liniowa i niech Y bedzie jej gesta pod-
przestrzenia. Pokazaé, ze jezeli T € B(Y, Z), gdzie Z jest przestrzenia Banacha,

to istnieje jego jednoznaczne rozszerzenie T' € B(X,Z), tzn. I(y) = T(y) dla
y €Y, przy czym ||T|| = ||T||. Poda¢ przyktad takiego T" oraz T.

9. Operator T € L(X,Y), gdzie X,Y sa unormowanymi przestrzeniami liniowymi,

jest izometria, jezeli ||T'(z)|| = ||=| dla kazdego x € X. Pokazaé, ze kazda izome-
tria T jest injekcja oraz ze ||T|| = 1. Poda¢ przyktad izometrii, ktora nie jest
surjekcja.
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